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Motivacia

Rozvoje a aproximacie funkcii patria k Standardnym nastrojom pri opise
fyzikalnych systémov. Vyznamnu ulohu tu zohravaju mocninové rady. Tie
poskytuju vysoko presny opis funkcie v okoli rozvoja, ale nie su schopné
postinnut niektoré vlastnosti funkcii mimo tohto bodu, ktoré sa vo fyzikalnych
modeloch bezne vyskytuju. Su to napriklad poly, podstatné singularity, body
vetvenia, rezy a iné. Tiez plati, ze pre niektoré funkcie mocninovy rad
konverguje pomaly a na male] oblasti (napr. logaritmy). VSetky tieto nedostatky
sa Vv nasej praci pokusame odstranit zavedenim parametrickych mocninovych
rozvojov vybudovanych umocnovanim vhodne zvolene] funkcie. Kazda takato
konstrukcia automaticky splia Taylorovi podmienku (reprodukuje derivacie
rozvijanej funkcie v danom bode) a zaroven umoznuje nastavit hodnotu volnych
parametrov vhodnym sposobom tak, aby vysledny rozvoj ziskal niektoré z
vysSSie uvedenych vlastnosti, resp. aby sa zlepsila jeho konvergencia.

Metoda

Rozvoje vznikaju substituciou « — g(p;,x) v mocninovych radoch ¥ «, ", kde
{ p: } predstavuje mnozinu parametrov. Ak zavedieme oznacenie
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kde B, oznacCuje neuplné Bellove mnohocCleny a di:=(d"/dx")h(x)|.— . KIGCoVé
je najst’ vyjadrenie pre B,., Co0 m0zeme tiez vnimat ako vysledok tejto prace.
Tuto ulohu riesime hladanim vyjadrenia pre n-ta derivaciu k-tej mocniny
inverznej funkcie (d"/dx") ( g* )*|l.—o . Derivovanu funkciu interpretujeme ako
u(v(x)), kde v=¢g=! a u(x)=x*. Mame di=k!d,, z Coho vyplyva
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Zoznam

Sest’ parametrickych funkcii, ktoré st po dvojiciach inverzné.
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Priklady

KONVERGENCIA Rozvijame f(x) =In(x+1) v =0. ObyCajny mocninovy rad:
koeficienty = harmonicky rad so striedavymi znamienkami = pomala
konvergencia na malom intervale (-1,1].
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Konverguje na (-1,+0) a konvergencia je urychlena (bez parnych mocnin a bez
striedania znamienok).

BODY VETVENIA A REZY Rozvijame hlavnu vetvu Lambertove] Wy(x) funkcie
v z=0. Pouzivame g, s B=C=0, a=1/2, A=e=2,7182..., Cize

galz) =9V1+ex—1, 9¥=1.

Volbou ¢ = —1 rozvoj aproximuje aj druhu vetvu W.i(X). Rigorozny dokaz je
zalozeny na substitucii t=(x+1/e?—1/e , ktora odstrani bod vetvenia
odmocninoveho typu tak vo funkcii W ako aj v rozvoji. Potom je zjavné, ze
rozvoj sa stava obycCajnym Taylorovym rozvojom, ktory k funkcii konverguje. To
znamena, ze pri spatnej substitucii rozvoje v ¢%—=! konverguju k Wo resp. k W.1.
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INTERPOLACIA Ak pre nejaké 2, mame g(z,)=0 potom X32a, ¢"(x,)=0. Volbou
parametrov mozeme vlastnost' g(x,)=0 dosiahnut, a tak interpolovat bod (z,,0).
V okoli x, vSak spravidla uz rad nekonverguje (funkcia nie je bijektivna).
Pridanim  podmienky  symetrie  g(z1)=g(z:)<= f(x:1)=f(x2)  zaruCime
konvergenciu aj mimo interval bijekcie a v niektorych pripadoch mézeme
dosiahnut vyrazne urychlenie konvergencie. Napr. pre g, S c=b=0,w=1,a=1 a

a=—1. Mame: ga(2) =1 = (2% — 2) [z=1 = 0 = sin(7x)|z=1

ga(1/2 —x)=ga(1/2+x), sin|m(1/2—x)] =sin|r(1/2+ z)].

Porovnajme so symetrizovanym Taylorovym mnohocClenom Ty(x)=>ca,z" :
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Dal3ou moznostou je optimalizacia parametrov s ciefom . ., — A
ziskat najlepsi popis zvolenej funkcie na danom intervale / =
(znizit pocCet Clenov alebo vypoctovy Cas na dosiahnutie

danej presnosti). Obrazok ukazuje popis Airyho funkcie ~—~ = . ° T °
za pomoci gr(x)=exp( 11z /(10w—x))—1, priCom sa nastavuje iba parameter w ,
a to takym sposobom aby sa dosiahla nula funkcie pre x=-2,33811... .
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INE Parametricka volnost umozfiuje zamerat sa na tie vlastnosti funkcie a jej
rozvoja, ktore chceme ovplyvnit. Napriklad zvolit funkciu g tak, aby je] spravanie
(konvexnost/konkavnost, inflexny bod) zodpovedalo rozvijane] funkcii.
Nasledne mbézeme oCakavat urychlenie konvergencie. Uvadzame f(x)=tan(x)
aproximovanu za pomoci g.(x)=ixxz,/(x3—x?) , kde zo=m(1+./2)/2.
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Nami predkladana metdda dokaze vylepsSit konvergencné vlastnosti
mocninovych radov a to tak ohladom rychlosti ako aj ohladom oblasti. Oproti
konkurencnym  metodam  (Eulerova/Kummersova  transformacia) ma
neporovnatelne vacsiu variabilitu: moznost volby funkcie ¢ ako aj moznost
volby typu a mnozstva volnych parametrov (uvadzané funkcie su iba priklady).
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